
Ñïèñîê çàäà÷ äëÿ òðåíèðîâêè ê ýêçàìåíó ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó

ÂÌÊ, 1 êóðñ, 2023�2024 ó÷åáíûé ãîä

1. Ïóñòü ìíîæåñòâî A = {xn} ñ÷åòíî. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò a ∈ R òàêîå, ÷òî

B ∩ A = ∅, ãäå B = {xn + a} � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ âèäà xn + a,
xn ∈ A, n ∈ N.

2. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò íåñ÷åòíîå îãðàíè÷åííîå ïîä-

ìíîæåñòâî.

3. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} îãðàíè÷åíà è xn = yn + zn, ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{yn} âîçðàñòàåò, à {zn} óáûâàåò. Âåðíî ëè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ?

Ïîÿñíèòå ñâîé îòâåò.

4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè lim
n→+∞

xn = a, òî lim
n→+∞

|xn| = |a|.

5. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, îòëè÷íîé îò ñòàöèîíàðíîé è òàêîé, ÷òî
lim

n→+∞
xn = inf{xn}.

6. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ìîíîòîííóþ ïîäïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü.

7. Ïóñòü ôóíêöèè f è g îïðåäåëåíû íà ñåãìåíòå [a, b]. Äîêàæèòå, ÷òî

sup
a⩽x⩽b

(f(x) + g(x)) ⩽ sup
a⩽x⩽b

f(x) + sup
a⩽x⩽b

g(x).

8. Ïóñòü f(x) = o(1) ïðè x → a, à g(x) = O(f(x)) ïðè x → a. Âåðíî ëè, ÷òî g(x) = o(1)
ïðè x → a? Ïîÿñíèòå ñâîé îòâåò.

9. Èññëåäóéòå íà íåïðåðûâíîñòü è îïðåäåëèòå õàðàêòåð òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè

f(x) = x · sgn
(
sin

1

x

)
.

10. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] è ïóñòü a < x1 < x2 < · · · < xn < b.
Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ òî÷êà c ∈ [a, b] òàêàÿ, ÷òî

f(c) =
f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)

n
.

11. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé âî âñåõ òî÷êàõ âåùåñòâåííîé ïðÿìîé è

íåïðåðûâíîé ðîâíî â îäíîé òî÷êå.

12. Ìîãóò ëè äâå íåïðåðûâíûå íà îòðåçêå ôóíêöèè áûòü ðàçëè÷íû òîëüêî íà ñ÷åòíîì

ïîäìíîæåñòâå òî÷åê ýòîãî îòðåçêà? Ïîÿñíèòå ñâîé îòâåò.

13. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [0, 1], f(0) = 1, f(1) = 0. Äîêàæèòå, ÷òî
íàéäåòñÿ òî÷êà c ∈ [0, 1] òàêàÿ, ÷òî f(c) = c.
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14. Ìîæåò ëè ïðîèçâåäåíèå äâóõ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå

ôóíêöèé íå ÿâëÿòüñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ýòîì ìíîæåñòâå ôóíêöèåé? Ïîÿñ-

íèòå ñâîé îòâåò.

15. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà ñåãìåíòå [a, b] è äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå

(a, b); ïóñòü, êðîìå òîãî, f ′(x) ̸= 0 ïðè âñåõ x ∈ (a, b). Âåðíî ëè, ÷òî íà ìíîæå-

ñòâå f([a, b]) îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íàÿ îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ? Âåðíî ëè îáðàòíîå: åñëè

ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà íà (a, b) è èìååò îäíîçíà÷íóþ îáðàòíóþ ôóíêöèþ

íà ìíîæåñòâå f([a, b]), òî åå ïðîèçâîäíàÿ íà èíòåðâàëå (a, b) íå îáðàùàåòñÿ â íîëü?

Ïîÿñíèòå ñâîé îòâåò.

16. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ x = φ(t) îïðåäåëåíà è äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè
òî÷êè t0, à ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 = φ(t0), íî íå

äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î äèôôåðåíöèðóåìîñòè â òî÷êå

t0 ñëîæíîé ôóíêöèè f(φ(t))? Ïîÿñíèòå ñâîé îòâåò.

17. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé è äèôôåðåíöèðóåìîé íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.
Äîêàæèòå, ÷òî åå ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) � íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ.

18. Âåðíà ëè òåîðåìà Ðîëëÿ íà ëó÷å, ò. å. âåðíî ëè, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà
[a,+∞), äèôôåðåíöèðóåìà íà (a,+∞) è ñóùåñòâóåò lim

x→+∞
f(x) = f(a), òî íàéäåòñÿ

òî÷êà c ∈ (a,+∞) òàêàÿ, ÷òî f ′(c) = 0? Ïîÿñíèòå ñâîé îòâåò.

19. Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå x3 + px + q, p, q ∈ R, èìååò òðè ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ

êîðíÿ. Äîêàæèòå, ÷òî p < 0.

20. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b) è äëÿ ëþáûõ òî÷åê x1,

x2 ∈ (a, b) âûïîëíåíî: |f(x1)−f(x2)| ⩽
√
2|x1−x2|2. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà f(x) ≡ const

íà (a, b).

21. Âû÷èñëèòå lim
0+0

(sinx)x.

22. Ïîäáåðèòå ÷èñëà a è b òàê, ÷òîáû ïðè x → 0 ôóíêöèÿ f(x) = cosx − 1 + ax2

1 + bx2
áûëà

áåñêîíå÷íî ìàëîé êàê ìîæíî áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.

23. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ a, b, c, ïðè êîòîðûõ âûïîëíåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðà-

âåíñòâî

e2x+x2 − ax · 3
√
1 + bx = 1 + cx3 + o(x3), x → 0.

24. Íàéäèòå ïåðâîîáðàçíóþ ôóíêöèè e−|x|, ñòðåìÿùóþñÿ ê íóëþ ïðè x → −∞.

25. Íàéäèòå ïåðâîîáðàçíóþ äëÿ ôóíêöèè f(x) = | sinx| íà îòðåçêå
[
−π

2
,
3π

2

]
.
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